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一阶非线性脉冲微分方程两点边值问题的正解
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摘要：　研究一类一阶非线性脉冲微分方程边值问题的正解存在性．利用锥压缩锥拉伸不动点定理及一些分

析技巧，建立该边值问题存在一个及多个正解的充分条件，所得结果推广和改进了ＬＩＵＹａｎ?ｓｈａｎｇ的结果．
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脉冲微分方程边值问题是微分方程研究的焦点之一，近来很多文章研究一阶脉冲微分方程的边值

问题［１?９］，文献 ［１］研究脉冲边值问题

　狓′（狋）＋犪（狋）狓（狋）＝犳（狋，狓（狋）），　　　　狋∈ ［０，犜］＼｛狋１，…，狋狆｝，

Δ狓（狋犽）＝狓（狋
＋
犽）－狓（狋犽）＝犐犽（狓（狋犽）），　　犽＝１，２，…，狆，

　　　　狓（犜）＝狓（０

烍

烌

烎）

（１）

的正周期解．对于一阶脉冲微分方程周期边值问题

狓′（狋）＋犪（狋，狓（狋））狓（狋）＝犳（狋，狓（狋）），　 　狋∈ ［０，ω］＼｛狋１，…，狋狆｝，

Δ狓（狋犽）＝狓（狋
＋
犽）－狓（狋犽）＝犐犽（狓（狋犽）），　　犽＝１，２，…，狆，

　　　　狓（ω）＝狇狓（０）

烍

烌

烎．

（２）

其中：０＝狋０＜狋１＜…＜狋狆＜狋狆＋１＝ω；狇≥１，犳∶［０，ω］×［０，＋∞）→［０，＋∞）是脉冲Ｃａｒａｔｈｅｏｄｏｒｙ函数；

犐犽∶［０，＋∞）→［０，＋∞）是连续函数；犪（狋，狓）在［０，ω］×［０，＋∞）上连续；α∶［０，ω］→［０，ω）连续．当

犪（狋，狓）＝犪（狋），狇＝１时，对边值问题（２）的研究实际就是对边值问题（１）的研究．本文利用一些分析技巧

和锥上不动点定理，给出边值问题（２）存在一个或多个正解的充分条件．

１　基本定义与引理

假设Ｈ１）犪１（狋）≤犪（狋，狓）≤犪２（狋），（狋，狓）∈［０，ω］×［０，＋∞），其中犪１（狋），犪２（狋）在［０，ω］上连续并且

∫
ω

０
犪１（狊）ｄ狊＞０．

考察Ｂａｎａｃｈ空间犡＝犘犆（［０，ω］，犚）＝ ｛狓∶［０，ω］→犚｜｛狓（０）＝狇狓（ω），当狋∈［０，ω］＼｛狋１，…，狋狆｝，

狓（狋）连续；当狋＝狋犽，狓（狋）左连续，且狓（狋
＋
犽 ）存在，犽＝１，２，…，狆｝．定义范数‖狓‖＝ｓｕｐ

狋∈［０，ω］
｜狓（狋）｜，狓∈犡．

定义１　如果满足以下３个条件，函数犳称为脉冲Ｃａｒａｔｈｅｏｄｏｒｙ函数．

１）犳（·，狌）∈犡，狌∈犚；

２）犳（狋，·）关于狋连续，狋∈［０，ω］＼｛狋１，…，狋狆｝；

３）对任意的犿＞０，存在函数犺犿狋∈犔
１［０，ω］，当０≤狌≤犿，｜犳（狋，狌）｜≤犺犿（狋），狋∈［０，ω］＼｛狋１，…，狋狆｝．

引理１　假设Ω１ 和Ω２ 是Ｂａｎａｃｈ空间犡上的有界开子集，且０∈珚Ω１Ω２，犓 是犡 上的一个锥，算

子犜∶犓∩（珚Ω２＼Ω１）→犓 是全连续的．如果满足以下两个条件之一：
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　　１）‖犜狓‖≤‖狓‖，狓∈犓∩Ω１；‖犜狓‖≥‖狓‖，狓∈犓∩Ω２；

２）‖犜狓‖≥‖狓‖，狓∈犓∩Ω１；‖犜狓‖≤‖狓‖，狓∈犓∩Ω２，

则犜至少有一个不动点狓∈犓∩（珚Ω２＼Ω１）．

以下总假设：Ｈ２）犳∶［０，ω］×［０，＋∞）→［０，＋∞）脉冲Ｃａｒａｔｈｅｏｄｏｒｙ函数．

引理２　若条件 Ｈ１），Ｈ２）成立，则对任意的狌（狋）≥０，狌∈犓，边值问题（２）有唯一解，即

狓（狋）＝∫
ω

０
犌（狋，狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊＋∑

狆

犽＝１

犌（狋，狋犽）犐犽（狓（狋犽））．

在上式中有

犌（狋，狊）＝

狇ｅｘｐ（∫
狊

０
犪（狉，狓（狉））ｄ狉＋∫

ω

狋
犪（狉，狓（狉））ｄ狉）

狇ｅｘｐ（∫
ω

０
犪（狉，狓（狉））ｄ狉）－１

，　　０≤狊＜狋≤ω，

ｅｘｐ（∫
狊

狋
犪（狉，狓（狉））ｄ狉）

狇ｅｘｐ（∫
ω

０
犪（狉，狓（狉））ｄ狉）－１

，　　　　　　　　０≤狋＜狊≤ω

烅

烄

烆

．

　　定义函数为

犌１（狋，狊）＝

狇ｅｘｐ（∫
狊

０
犪１（狉）ｄ狉＋∫

ω

狋
犪１（狉）ｄ狉）

狇ｅｘｐ（∫
ω

０
犪２（狉）ｄ狉）－１

，　　０≤狊＜狋≤ω，

ｅｘｐ（∫
狊

狋
犪１（狉）ｄ狉）

狇ｅｘｐ（∫
ω

０
犪２（狉）ｄ狉）－１

，　　　　　　０≤狋＜狊≤ω

烅

烄

烆

，

犌２（狋，狊）＝

狇ｅｘｐ（∫
狊

０
犪２（狉）ｄ狉＋∫

ω

狋
犪２（狉）ｄ狉）

狇ｅｘｐ（∫
ω

０
犪１（狉）ｄ狉）－１

，　　０≤狊＜狋≤ω，

ｅｘｐ（∫
狊

狋
犪２（狉）ｄ狉）

狇ｅｘｐ（∫
ω

０
犪１（狉）ｄ狉）－１

，　　　　　　０≤狋＜狊≤ω

烅

烄

烆

．

这里犪１（狋），犪２（狋）是满足条件Ｈ１）的函数．令

犪－１（狋）＝ｍｉｎ｛０，犪１（狋）｝，　　犪
＋
２（狋）＝ｍａｘ｛０，犪２（狋）｝，　　狋∈ ［０，ω］，

犓１ ＝ｅｘｐ（∫
ω

０
犪１（狉）ｄ狉），　　犓２ ＝ｅｘｐ（∫

ω

０
犪２（狉）ｄ狉），　　

犕１ ＝ｅｘｐ（∫
ω

０
犪－１（狉）ｄ狉），　　犕２ ＝ｅｘｐ（∫

ω

０
犪＋２（狉）ｄ狉）．

由假设 Ｈ１）有１＜犓１≤犓２，犕１≤１＜犕２．

引理３　假设条件 Ｈ１），Ｈ２）满足，则有

狇犕１

狇犓２－１
≤犌１（狋，狊）≤犌（狋，狊）≤犌２（狋，狊）≤

狇犕２

狇犓１－１
，　　狓∈犡，　（狋，狊）∈ ［０，ω］×［０，ω］．

　　定义犓＝｛狓∈犡∶狓（狋）≥σ‖狓‖，狋∈［０，ω］｝，其中σ＝
犕１（狇犕１－１）

犕２（狇犓２－１）
，易证犓 是犡 上的一个锥．又

定义算子

犜∶犓 →犡为（犜狓）（狋）＝∫
ω

０
犌（狋，狊）犳（狊，狓（狊））ｄ狊＋∑

狆

犽＝１

犌（狋，狋犽）犐犽（狓（狋犽）），　　狓∈犓．

　　同文献［１］的证明类似，不难证明以下引理．

引理４　假设条件 Ｈ１），Ｈ２）成立，则犜∶犓→犓．

引理５　假设条件 Ｈ１），Ｈ２）满足，则犜∶犓→犓 全连续．
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引理６　假设条件 Ｈ１），Ｈ２）成立，如果狓＝狓（狋）是算子犜∶犓→犓 的不动点，则可知狓＝狓（狋）是边

值问题（２）的解．

２　主要结果

引入以下记号，对于狋∈［０，ω］，令

φ（狉，狋）＝ ｍａｘ
狓∈［σ狉，狉］

犳（狋，狓）

狓
，　　（狉，狋）＝ ｍｉｎ

狓∈［σ狉，狉］

犳（狋，狓）

狓
，

φ犽（狉）＝ ｍａｘ
狓∈［σ狉，狉］

犐犽（狓）

狓
，　　犽（狉）＝ ｍｉｎ

狓∈［σ狉，狉］

犐犽（狓）

狓
，

ｌｉｍｓｕｐ
狓→＋∞

犳（狋，狓）

狓
＝珚犳∞（狋），　　ｌｉｍｉｎｆ

狓→＋∞

犳（狋，狓）

狓
＝犳∞（狋），

ｌｉｍｓｕｐ
狓→＋０

犳（狋，狓）

狓
＝珚犳０（狋），　　ｌｉｍｉｎｆ

狓→＋０

犳（狋，狓）

狓
＝犳０（狋），

ｌｉｍｓｕｐ
狓→＋∞

ｍａｘ
１≤犽≤狆

犐犽（狓）

狓
＝珔犐犽，∞，　　ｌｉｍｉｎｆ

狓→＋∞
ｍｉｎ

１≤犽≤狆

犐犽（狓）

狓
＝犐犽，∞，

ｌｉｍｓｕｐ
狓→０

＋
ｍａｘ
１≤犽≤狆

犐犽（狓）

狓
＝珔犐犽，０，　　ｌｉｍｉｎｆ

狓→０
＋
ｍｉｎ

１≤犽≤狆

犐犽（狓）

狓
＝犐犽，０．

　　定理１　假设条件 Ｈ１），Ｈ２）成立，且存在犚，狉＞０，使得以下两个条件满足：

Ⅰ）ｍａｘ
狋∈［０，ω］

｛∫
ω

０
犌２（狋，狊）φ（犚，狊）ｄ狊＋∑

狆

犽＝１

犌２（狋，狋犽）φ犽（犚）｝＜１，

Ⅱ）ｍｉｎ
狋∈［０，ω］

σ｛∫
ω

０
犌１（狋，狊）（狉，狊）ｄ狊＋∑

狆

犽＝１

犌１（狋，狋犽）犽（狉）｝＞１．

则边值问题（２）至少有一个正解狓（狋），满足ｍｉｎ（狉，犚）≤‖狓‖≤ｍａｘ（狉，犚）．

证明　设犚＞狉＞０，考虑定义的算子犜∶犓→犡，由引理５可得算子犜∶犓→犓 是全连续的．

令Ω２＝｛狓∈犡∶‖狓‖＜犚｝，对于狓∈Ω２∩犓，有０＜σ犚＝σ‖狓‖≤狓（狋）≤‖狓‖＝犚，所以有

０≤ （犜狓）（狋）≤犚 ｍａｘ
狋∈［０，ω］

｛∫
ω

０
犌２（狋，狊）φ（犚，狊）ｄ狊＋∑

狆

犽＝１

犌２（狋，狋犽）φ犽（犚）｝≤犚．

因此，‖犜狓‖≤‖狓‖，狓∈Ω２∩犓．

令Ω１＝｛狓∈犡∶‖狓‖＜狉｝，狓∈Ω１∩犓，因此０＜σ狉＝σ‖狓‖≤狓（狋）≤‖狓‖＝狉，所以有

（犜狓）（狋）≥ ｍｉｎ
狋∈［０，ω］

｛∫
ω

０
犌１（狋，狊）φ（狉，狊）ｄ狊＋∑

狆

犽＝１

犌１（狋，狋犽）φ犽（狉）｝σ狉≥狉，狋∈ ［０，ω］．

因此，‖犜狓‖≥‖狓‖，狓∈Ω１∩犓．

故引理１的条件满足，算子犜至少有一个不动点狓
∈犓∩（珚Ω２＼Ω１），即狓

＝狓（狋）是边值问题（２）

的一个正解．且狉≤‖狓

‖≤犚．

推论１　假设条件 Ｈ１），Ｈ２）成立，且存在犚＞狉＞０，使得以下两个条件满足：

Ⅰ）
狇犕２

狇犓１－１
ｍａｘ
狋∈［０，ω］

｛∫
ω

０
φ（犚，狊）ｄ狊＋∑

狆

犽＝１
φ犽（犚）｝＜１，

Ⅱ）
狇犕１σ

狇犓２－１
ｍｉｎ
狋∈［０，ω］

｛∫
ω

０
φ（狉，狊）ｄ狊＋∑

狆

犽＝１
φ犽（狉）｝＞１，

则边值问题（２）至少有一个正解．

推论２　假设条件 Ｈ１），Ｈ２）成立，且以下两个条件满足：

Ⅰ）ｍａｘ
狋∈［０，ω］

｛∫
ω

０
犌２（狋，狊）珚犳∞（狊）ｄ狊＋∑

狆

犽＝１

珔犐犽，∞犌２（狋，狋犽）｝＜１，

Ⅱ）ｍｉｎ
狋∈［０，ω］

σ｛∫
ω

０
犌１（狋，狊）犳０（狊）ｄ狊＋∑

狆

犽＝１

犐犽，０犌１（狋，狋犽）｝＞１，

则边值问题（２）至少有一个正解 ．

证明　由珚犳∞（狋），珔犐犽，∞及犳０（狋），犐犽，０的定义，可得存在０＜狉／σ＜犚，使得
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φ（犚，狋）≤珚犳∞（狋），φ犽（犚）≤珔犐犽，∞，

（狉，狋）≥犳０（狋），φ犽（狉）≥犳犽，０．

所以定理１中的条件Ⅰ），Ⅱ）成立，故边值问题（２）至少有一个正解狓（狋）．

推论３　假设条件 Ｈ１），Ｈ２）成立，且以下两个条件满足：

Ⅰ）ｍａｘ
狋∈［０，ω］

｛∫
ω

０
犌２（狋，狊）珚犳０（狊）ｄ狊＋∑

狆

犽＝１

珔犐犽，０犌２（狋，狋犽）｝＜１，

Ⅱ）ｍｉｎ
狋∈［０，ω］

σ｛∫
ω

０
犌１（狋，狊）犳∞（狊）ｄ狊＋∑

狆

犽＝１

犐犽，∞犌１（狋，狋犽）｝＞１，

则边值问题（２）至少有一个正解狓（狋）．

注１　推论２，３比文献［１］中的定理３．１．１，３．１．２的应用范围更广范且条件更弱．显然，文中两个

推论都是定理１的特殊情况，所以文中推广了文献［１］中定理１的结果．

定理２　如果条件Ｈ１），Ｈ２）成立，且存在２狀＋１个数０＜狉１＜狉２＜…＜狉２狀＋１，使以下两个条件之一

满足：

Ⅰ）ｍａｘ
狋∈［０，ω］

｛∫
ω

０
犌２（狋，狊）φ（狉２犻－１，狊）ｄ狊＋∑

狆

犽＝１

犌２（狋，狋犽）φ犽（狉２犻－１）｝＜１，犻＝１，２，…，狀＋１，且 ｍｉｎ
狋∈［０，ω］

σ｛∫
ω

０
犌１（狋，

狊）（狉２犻，狊）ｄ狊＋∑
狆

犽＝１

犌１（狋，狋犽）犽（狉２犻）｝＞１，犻＝１，２，…，狀，

Ⅱ）ｍｉｎ
狋∈［０，ω］

σ｛∫
ω

０
犌１（狋，狊）（狉２犻－１，狊）ｄ狊＋∑

狆

犽＝１

犌１狋，狋犽）犽（狉２犻－１）｝＞１，犻＝１，２，…，狀＋１，且ｍａｘ
狋∈［０，ω］

｛∫
ω

０
犌２（狋，

狊）φ（狉２犻，狊）ｄ狊＋∑
狆

犽＝１

犌２（狋，狋犽）φ犽（狉２犻）｝＜１，犻＝１，２，…，狀，

则边值问题（２）至少有２狀个正解狓
犻 （狋）∈犓，满足狉１≤‖狓


１ ‖≤狉２，狉２狀≤‖狓


２狀‖≤狉２狀－１，狉犻≤‖狓


犻 ‖≤

狉犻＋１（犻＝２，３，…，２狀－１）．

　　证明　以定理２条件Ⅰ）中的狀＝２为例．

１）令Ω３＝｛狓∈犡∶‖狓‖＜狉３，对于狓∈Ω１∩犓，同定理１证明有

０≤ （犜狓）（狋）≤狉３ ｍａｘ
狋∈［０，ω］

｛∫
ω

０
犌２（狋，狊）φ（狉３，狊）ｄ狊＋∑

狆

犽＝１

犌２（狋，狋犽）φ犽（狉３）｝≤狉３．

因此‖犜狓‖ ≤‖狓‖，狓∈Ω３∩犓．

２）令Ω２＝｛狓∈犡∶‖狓‖＜狉２｝，狓∈Ω２∩犓，因此有０≤狓（狋）≤‖狓‖＝狉２，故有

（犜狓）（狋）≥ ｍａｘ
狋∈［０，ω］

｛∫
ω

０
犌１（狋，狊）（狉２，狊）ｄ狊＋∑

狆

犽＝１

犌１（狋，狋犽）犽（狉２）｝σ狉２ ≥狉２，

故而‖犜狓‖ ≥‖狓‖，狓∈Ω２∩犓 ．所以定理２的条件满足，故而算子犜至少有一个不动点狓

２ ∈犓∩

（Ω３＼Ω２），即狓

２ ＝狓


２ （狋）是边值问题（２）的一个正解，且狉２≤‖狓


２ ‖≤狉３．

３）令Ω１＝｛狓∈犡∶‖狓‖＜狉１，对于狓∈Ω１∩犓，同定理１证明有

０≤ （犜狓）（狋）≤狉１ ｍａｘ
狋∈［０，ω］

｛∫
ω

０
犌２（狋，狊）φ（狉１，狊）ｄ狊＋∑

狆

犽＝１

犌２（狋，狋犽）φ犽（狉１）｝≤狉１．

因此‖犜狓‖ ≤‖狓‖，狓∈Ω１∩犓．所以定理１的条件满足，故而算子犜至少有一个不动点狓

１ ∈犓∩

（Ω２＼Ω１），即狓

１ ＝狓


１ （狋）是边值问题（２）的一个正解，且狉１≤‖狓


１ ‖≤狉２．

推论４　若条件Ｈ１），Ｈ２）成立，且λｍａｘ
狋∈犑∫

ω

０
犌２（狋，狊）ｄ狊，μ＝ｍａｘ

狋∈犑∑
狆

犽＝１

犌２（狋，狋犽），若下列两个条件满足：

Ⅰ）λｍａｘ
狋∈［０，ω］

｛珚犳∞（狋），珚犳０（狋）｝＋μｍａｘ∑
狆

犽＝１

｛珔犐犽，∞，珔犐犽，０｝＜１．

Ⅱ）存在常数狌０＞０和非负函数犺∈犡，使得

犳（狋，狓）≥犺（狋）狌０，　　狋∈ ［０，ω］，　狓≥狌０，

ｍｉｎ
狋∈［０，ω］

σ∫
ω

０
犌１（狋，狊）犺（狊）ｄ狊＞１．

则边值问题（２）至少有两个正解狓１ （狋），狓

２ （狋）∈犓 满足狉≤‖狓


１ ‖≤狌０／σ≤‖狓


２ ‖≤犚．

９０１第１期　　　　　　　　陈应生，等：一阶非线性脉冲微分方程两点边值问题的正解



证明　由条件Ⅰ），同推论４的证明得存在犚＞狌０／σ＞狉＞０，使得

φ（犚，狋）≤珚犳∞（狋），　　φ（犚）≤珔犐犽，∞φ（狉，狋）≤珚犳０（狊），　　φ犽（狉）≤珔犐犽，０．

故而有

ｍａｘ
狋∈［０，ω］

｛∫
ω

０
犌２（狋，狊）φ（犚，狊）ｄ狊＋∑

狆

犽＝１

犌２（狋，狋犽）φ犽（犚）｝＜１，

且 ｍａｘ
狋∈［０，ω］

｛∫
ω

０
犌２（狋，狊）φ（狉，狊）ｄ狊＋∑

狆

犽＝１

犌２（狋，狋犽）φ犽（狉）｝＜１

成立．又由推论４的条件Ⅱ）可得（狌０／σ，狊）≥犺（狋），从而有

ｍａｘ
狋∈［０，ω］

σ｛∫
ω

０
犌１（狋，狊）（狌０／σ，狊）ｄ狊＋∑

狆

犽＝１

犌１（狋，狋犽）犽（狌０／σ）｝≥ ｍｉｎ
狋∈［０，ω］

σ∫
ω

０
犌１（狋，狊）犺（狋）ｄ狊＞１．

　　由定理２可得边值问题（２）至少有两个正解满足狓１ （狋），狓

２ （狋），且狉≤‖狓


１ ‖≤狌０／σ≤‖狓


２ ‖≤

犚．

注２　推论４比文献［１］中的定理３．２．１的应用范围更广范且条件更弱．因此，文中的定理２大大

推广和改进了文献［１］中的定理３．２．１的结果．

定理３　若条件 Ｈ１），Ｈ２）成立，且存在２狀个数０＜狉１＜狉２＜…＜狉２狀，使得以下条件之一满足：

Ⅰ）ｍａｘ
狋∈［０，ω］

｛∫
ω

０
犌２（狋，狊）φ（狉２犻－１，狊）ｄ狊＋∑

狆

犽＝１

犌２（狋，狋犽）φ犽（狉２犻－１）｝＜１，犻＝１，２，…，狀，且 ｍｉｎ
狋∈［０，ω］

σ｛∫
ω

０
犌１（狋，

狊）（狉２犻，狊）ｄ狊＋∑
狆

犽＝１

犌１（狋，狋犽）犽（狉２犻）｝＞１，犻＝１，２，…，狀，

Ⅱ）ｍｉｎ
狋∈［０，ω］

σ｛∫
ω

０
犌１（狋，狊）（狉２犻－１，狊）ｄ狊＋∑

狆

犽＝１

犌１狋，狋犽）犽（狉２犻－１）｝＞１，犻＝１，２，…，狀，且 ｍａｘ
狋∈［０，ω］

｛∫
ω

０
犌２（狋，

狊）φ（狉２犻，狊）ｄ狊＋∑
狆

犽＝１

犌２（狋，狋犽）φ犽（狉２犻）｝＜１，犻＝１，２，…，狀，

则边值问题（２）至少有２狀－１个正解狓犻 （狋）∈犓，满足狉犻≤‖狓

犻 ‖≤狉犻＋１，犻＝１，２，３，…，２狀－１．

证明与定理２类似．

３　例子

对于边值问题

狓′（狋）＋
１

２
（１＋

１

狋＋１
）１＋狓

２（狘ｓｉｎ３狋狘）

２＋狓
２（狘ｓｉｎ３狋狘）

狓（狋）＝犳（狋，狓（狋）），　狋∈ ［０，１］＼｛０．５｝，

　　　　Δ狓（０．５）＝狓（０．５＋）－狓（０．５）＝犐（狓（０．５）），

　 狓（１）＝狓（０）

烍

烌

烎．

（３）

其中：犳（狋，狓）＝

０．０５ｅ－狋槡狋，　 　狓∈［０，１］，

８ｅ狋
／２狓２，　　　　１＜狓≤２０，　狋∈［０，１］，　犐（狓）＝０．０５槡狓｜ｓｉｎ狓｜，　狓≥０，

０．０５ｅ－狋狓３
／２，　　狓＞２０

烅

烄

烆 ．

ω＝１，狆＝１，狋１＝
１

２
犪（狋，狓）＝

１

２
（１＋

１

狋＋１
）２＋狓

２（｜ｓｉｎ３狋｜）

３＋狓２（｜ｓｉｎ３狋｜）
，　狋∈［０，１］，　狓≥０，

令犪１（狋）＝１／２，犪２（狋）＝１，则犪１（狋）≤犪（狋，狓）≤犪２（狋），狓≥０．经计算可得犓１ 槡＝ ｅ，犕１＝１，犓２＝犕２＝

ｅ，
１

ｅ－１
≤犌１（狋，狊）≤犌２（狋，狊）≤

ｅ

槡ｅ－１
，σ＝

１

ｅ（槡ｅ＋１）
，φ１（狉）＝

１

２０ σ槡狉
，犽（狉）＝０．

当０＜σ狉≤狓≤狉≤１时，φ（狉，狋）＝
ｅ－狋

２０ σ槡狉
；当０＜σ狉≤狓≤狉≤２０时，（狉，狋）＝８ｅ

１／２狋
σ槡狉；当１＜σ狉≤狓≤

狉≤２０时，（狉，狋）＝８ｅ
狋／２
σ槡狉；当２０＜σ狉≤狓≤狉≤＋∞时，φ（狉，狋）＝

ｅ－狋

２０
槡狉．取狉１＝１，狉２＝１５，狉３＝２５，则有

ｍａｘ
狋∈［０，ω］∫

１

０
犌２（狋，狊）φ（狉１，狊）ｄ狊＋犌２（狋，狋１）φ（狉）≤ ｍａｘ

狋∈［０，ω］

１

２０槡σ
［狋ｅ

（１－狋）
＋（１－狋）ｅ－

狋

槡ｅ－１
＋

ｅ

（槡ｅ－１）
］＜１．
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ｍｉｎ
狋∈［０，ω］

σ｛∫
ω

０
犌１（狋，狊）（狉２，狊）ｄ狊＋犌１（狋，狋１）１（狉２）｝≥ ｍｉｎ

狋∈［０，ω］
８
狉２σ

２

ｅ－１
［ｅ
（１／２（１－狋）（ｅ狋－１）＋ｅ－

狋／２（ｅ－ｅ
狋）］＞１．

ｍａｘ
狋∈［０，ω］

［∫
１

０
犌２（狋，狊）φ（狉３，狊）ｄ狊＋犌２（狋，狋１）φ（狉３）］≤

ｍａｘ
狋∈［０，ω］

１

２０
［狋ｅ

（１－狋）
＋ｅ

－狋（１－狋）

槡ｅ－１
狉槡３ ＋

ｅ

σ狉槡 ３（槡ｅ－１）
］＜１．

　　因此，由定理３得边值问题（３）至少有两个正解．狓１ （狋），狓

２ 满足１≤‖狓


１ ‖≤１５≤‖狓


２ ‖≤２５．

这里珚犳∞＝犳∞＝＋∞；珚犳０＝犳０＝＋∞，故不能用文献［１］中的定理３．２．１来判断本例解的情况．
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ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＡｎａｌｙｓｉｓ，２０１０，７２（９／１０）：３８３７?３８４１．

犘狅狊犻狋犻狏犲犛狅犾狌狋犻狅狀狊狅犳犐犿狆狌犾狊犻狏犲犅狅狌狀犱犪狉狔犞犪犾狌犲犘狉狅犫犾犲犿狊

犳狅狉犉犻狉狊狋?犗狉犱犲狉犜狑狅?犘狅犻狀狋犖狅狀犾犻狀犲犪狉

犉狌狀犮狋犻狅狀犪犾犇犻犳犳犲狉犲狀狋犻犪犾犈狇狌犪狋犻狅狀狊

ＣＨＥＮＹｉｎｇ?ｓｈｅｎｇ，ＷＡＮＧＤｏｎｇ?ｓｈｕ

（ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ，ＨｕａｑｉａｏＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｑｕａｎｚｈｏｕ３６２０２１，Ｃｈｉｎａ）

犃犫狊狋狉犪犮狋：　Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｓｔｕｄｙｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｏｎｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒａｃｌａｓｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔ?ｏｒｄｅｒｎｏｎｌｉｎ

ｅａｒｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｉｍｐｕｌｓｉｖｅｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓ．Ｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｃｏｎｅｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ，ｔｈｅｅｘｔｅｎｄ

ｅｄｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｔｈｅｏｒｍａｎｄｓｏｍｅａｎａｌｙｓｉｓｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ，ｗｅｅｓｔａｂｌｉｓｈｓｏｍｅｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｏｎｅａｎｄ

ｍｕｌｔｉｐｌｅｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｓｅｐｒｏｂｌｅｍｓ．ＯｕｒｒｅｓｕｌｔｓｇｅｎｅｒａｌｉｚｅａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｓｏｍｅｐｒｅｖｉｏｕｓｒｅｓｕｌｔｓｍａｄｅｂｙＬＩＵＹａｎ

?ｓｈａｎｇ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：　ｃｏｎｅ；ｐｏｓｉｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎ；ｉｍｐｕｌｓｅ；ｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｔｈｅｏｒｙ
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